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Funkcjonalna analiza sktadowych gtéwnych PKB

Coraz bardziej ztozone zagadnienie analiz regionalnych (zwiazane z koniecz-
noscia uwzgledniania wigkszych terytoridow oraz wigkszej liczby jednostek sta-
tystycznych) przyczynia si¢ do poszukiwania nowszych metod analizy, a takze
wizualizacji zjawisk — rowniez takich, ktore pokazuja ich dynamike. Zaprezen-
towana w artykule metoda moze by¢ pomocna w okreslaniu konkurencyjnosci
regionalnej, polegajacej na poréwnywaniu charakterystyki uwzgledniajacej ce-
chy brane pod uwage w benchmarkingu regionow.

Postep technologiczny, zwlaszcza w zakresie techniki komputerowej, znacz-
nie utatwit analize¢ danych wysokowymiarowych lub danych z powtarzanymi
pomiarami. Jesli informacje takie zbierane sa dostatecznie czgsto w jakims$ prze-
dziale czasu I, np. przez urzadzenie pomiarowe, nazywa si¢ je danymi funkcyj-
nymi, gdzie dla kazdego przypadku mamy jedna krzywa. Jest to wykorzystywa-
ne w przypadku, gdy zjawisko obserwujemy z blgdem, poniewaz wygtadzanie
moze znacznie zredukowac efekt wystgpowania szumu. W takich przypadkach
mozemy cata krzywa traktowac jako wykres funkcji Xi(¢), ktora traktujemy jak
funkcje ciagla, pomimo ze czas jest dyskretny. Statystyczna analiza n takich
krzywych jest powszechnie nazywana funkcjonalna analiza danych (FDA')’.
FDA jest zatem metoda analizy, ktéra pozwala odpowiedzie¢ na pytania typu:
Jak rozniq sie dwie krzywe miedzy sobq? Unikalna cecha tego typu analizy jest
mozliwo$¢ wykorzystania informacji o szybkosci zmian funkcji i jej pochod-
nych. Mozemy wykorzysta¢ wszystkie informacje, z ktérych otrzymujemy gtad-
kie funkcje, a ktorych nie mamy uzywajac jedynie dyskretnych danych. Tego
typu analiza, ktorej gtownym celem jest dostarczenie narzedzi stuzacych do
opisu i modelowania zbioru krzywych jest obecnie celem coraz wigkszego zain-
teresowania spotecznosci statystyczne;.

W ksigzkach Ramsaya i Silvermana (2002, 2005) mozemy znalez¢ opis pro-
cedur radzenia sobie z danymi funkcyjnymi. Podane tam metody znalazty szero-
kie zastosowanie m.in. w chemometrii, klimatologii, biologii oraz ekonomii.
Statystycy w pierwszym kroku zazwyczaj probuja tak zredukowaé dane, aby
zachowa¢ maksymalnie duzo informacji przy minimalnej liczbie zmiennych.
Optymalne bytoby uzyskanie dwoch lub trzech zmiennych, ktére mozna w pro-
sty sposob wizualizowac.

Z kolei za pomoca funkcjonalnej analizy skladowych gléwnych (FPCA’®)
mozemy dokona¢ rzutu wysokowymiarowych danych na przestrzen o duzo

' Ang. Functional Data Analysis.
2 Ramsay J. O., Dalzell C. J. (1991), s. 539—572.
3 Ang. Functional Principal Components Analysis.
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mniejszym wymiarze, jednocze$nie zachowujac maksymalnie duzo informacji
(w tym przypadku zmienno$ci danych). Gtéwna idea metody polega na znale-
zieniu takich funkcji, ktorych iloczyn skalarny® z danymi pozwala otrzymaé
maksymalng zmienno$¢. Pierwsza sktadowa wyjasnia najwigcej zmiennosci,
druga jest prostopadta do pierwszej i wyjasnia maksymalnie duzo z tego, co
zostato itd.

Wktad kazdej kolejnej sktadowej w ogolna zmiennos$¢ poczatkowych zmien-
nych jest nie tylko znany, ale i coraz mniejszy, od pewnego momentu sktadowe
beda wyjasnia¢ znikomy zakres zmiennosci. Z punktu widzenia badacza nie
beda juz zatem wnosity istotnych informacji i moga by¢ pomini¢te w dalszej
analizie. Rozpatrywane dane mozna w ten sposob zredukowaé, przy jednocze-
snej petnej kontroli badacza nad stopniem utraty informacji. Wigkszo$¢ zmien-
nosci zachowana jest wtedy przez kilka pierwszych funkcjonalnych sktadowych
gtéwnych. Metoda konstrukcji takich sktadowych opisana przez Ramsaya i Sil-
vermana (2005) znalazta wiele zastosowan. Ze wzgledu na sposob konstrukcji
funkcjonalnych sktadowych gléwnych sa one wzajemnie nieskorelowane,
a zatem mozna je rowniez wykorzysta¢ w dalszej analizie z uzyciem tych metod,
w ktorych wymagane jest zatozenie o braku wspotliniowosci (jak np. analiza
dyskryminacyjna, analiza regresji wielorakiej). Jednym z takich zastosowan jest
estymacja losowych trajektorii z dostgpnych danych’.

METODA KONSTRUKCJI FUNKCJONALNYCH SKEADOWYCH GEOWNYCH

Zatézmy, ze obserwujemy proces losowy X(t)., € L*(I), gdzie L*(I) jest

przestrzenia Hilberta® funkcji catkowalnych z kwadratem w przedziale czasu I,
wyposazona w iloczyn skalarny. Dodatkowo zalozmy, ze V. EX(¢)=0 (tzn.

proces jest scentrowany) oraz ma skonczona wariancj¢ (zmiennosc).
Mozemy zalozy¢, ze taki proces losowy X(?) jest reprezentowany przez skon-
czona liczbe funkcji ortonormalnych. Wyrazimy to wzorem’:

X()=Y e ) =9l) 1€ 1)

* W przypadku przestrzeni L*(J) iloczyn skalarny funkcji f oraz g wyraza si¢ wzorem:

(f.8)=], S (g(t)dr

5 Ingrassia S., Constanzo G. D. (2005), s. 351—358.

8 Zauwazmy, ze jesli skupimy sie na funkcjach majacych ograniczone normy, to wystarcza zato-
zenie, aby L*() byla jedynie przestrzenia Hilberta. Jednakze w wielu przypadkach jest to niewy-
starczajace. W takiej sytuacji potrzebna jest nam przestrzen Hilberta z jadrem reprodukujacym
(Wahba, 1990).

" Pierwszy znak w réwnosci jest formalnie niepoprawny — w praktyce aproksymujemy X(7).
Jednakze dla zachowania prostoty zapisu bedziemy pomijaé réznicg pomig¢dzy prawdziwym X(7)
i jego przyblizeniem.
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gdzie:

{#} — (K+1) pierwsze elementy bazy ortonormalnej w przestrzeni L*(D),

{cx} — zmienne losowe z warto$cia oczekiwang roéwna zero (£(c)=0) oraz
skonczona, niezerowa wariancja (Var(c)=X).

Macierz X jest nieznana, dlatego uzyjemy estymatora ) opartego na N nieza-
leznych realizacjach wektora losowego c:

. é\'10 élK
C=| : . )

Cno " Cnk

gdzie ¢;, — oszacowania parametrow c; uzyskane metoda najmniejszych kwa-
dratow w reprezentacji:

x,-(t)=icik¢k(t) tel, i=1,2..,N 3)
k=0

procesu losowego X(7).

Wygtadzenie liniowe otrzymujemy, jesli wyznaczymy wspotczynniki rozwi-
nigcia ¢; poprzez minimalizacje kryterium najmniejszych kwadratow. W taki
sposob otrzymujemy nastgpujace rozwiazanie (Ramsay, Silverman, 2005):

e=(¢'9)" o 4)

C’ (5)

Teraz mozemy juz wyznaczy¢ warto$ci wlasne A; (wszystkie sa niezerowe

i rozne) oraz odpowiadajace im wektory wiasne u, macierzy X. Nastgpnie mo-
zemy znalez¢ funkcje wagowe:

we(t)=upp(t) tel (6)

Ostatecznie wspotrzedna rzutu i-tej realizacji procesu X(¢) na j-ta funkcjonal-
na sktadowa gtéwna ma postac:

AP A

R K
U,'j :Zéikﬁjk =Cilu; i=1, 2,...,N, j=1, 2, (7)
k=0
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W tej formule wykorzystujemy klasyczny iloczyn skalarny wektoréw. Poziom
(sita) wygladzenia zalezy od K, stad mate (duze) wartosci K daja bardziej
(mniej) wygtadzone krzywe. Optymalna liczba elementdw bazy K jest wyzna-
czana za pomoca bayesowskiego kryterium informacyjnego® (BIC) dla kazdej
funkcji x,(f) osobno, nastgpnie najczgsciej wystgpujaca warto$¢ (dominanta)
wyznacza optymalna warto$¢ K dla catego zbioru danych. Przyjeto, ze K nie
moze przekraczaé wartoéci 50°. Jako baza wybrana zostala ortonormalna baza
wielomianow Legendre’a'® w przestrzeni L*([~1,1]), ktora ma postac:

Pi(x)= [P B (x) (®)

gdzie:

P (%) =ﬁ[(2k+1)ka (X)— kP (x)], k=1,

Po(x)=1,
Pi(x)=x.

Najczgsciej rozpatrywane obiekty przedstawiane sa w uktadzie dwoch pierw-
szych funkcjonalnych sktadowych gtownych. W tym przypadku kryterium jako-
$ci skonstruowanych funkcjonalnych sktadowych gtownych jest wyrazenie (Ha-
stie 1 in., 2009):

MIOO% 9)

DA

gdzie /i,- > /i,-ﬂ, i=1,2,... — niezerowe warto$ci wlasne macierzy 3

Im wyrazenie to jest wigksze, tym wigksza zmiennos¢ wykazuja dwie pierw-
sze funkcjonalne sktadowe gtowne, a co za tym idzie, jako$¢ reprezentacji jest
lepsza.

8 Jest to kryterium wyboru modelu sposréd skonczonego zbioru modeli, ktory oparty jest na
funkcji najwigkszej wiarygodno$ci i1 jest SciSle zwiazane z kryterium informacyjnym Akaike
(AIC). Podczas dopasowywania modeli mozna podnie$¢ wartos¢ funkcji najwigkszej wiarygodno-
$ci poprzez zwigkszenie liczby parametrow, powodujac czgsto przeuczenie modelu (model jest
idealnie dopasowany do danych uczacych, ale nie ma wlasnosci generalizacji, zatem nie sprawdza
si¢ na innych danych tego samego typu). Kryteria informacyjne rozwiazuja ten problem poprzez
wprowadzenie kary zaleznej od liczby uzytych w modelu parametrow (tzw. kary za zlozonosc),
przy czym w kryterium BIC ta kara jest wyzsza (McQuarrie, Tsai, 1998).

? Liczba funkcjonalnych skladowych gtéwnych jest mniejsza od N (lub N-1, gdy dane zostaty
scentrowane). Jesli jednak K<N, to liczba funkcjonalnych sktadowych gtéwnych jest rowna K.

1% Wybrano baze wiclomianéw Legendre’a poniewaz uzyskuje si¢ dla niej najlepsze wyniki
(Gorecki, Krzysko, 2012, s. 71—87) — poréwnywane byty bazy ortonormalne: Fouriera, cosinu-
sOw, sinuséw oraz baza wielomianow Legendre’a.
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ZASTOSOWANIE FPCA W ANALIZACH REGIONALNYCH

Rozpatrywane byly dane dotyczace PKB per capita w latach 1999—2008
w Polsce. Dane te pokazano (dla skrajnych lat) na wykr. 11 2. Kody na wykresach
oznaczaja regiony Polski, rozpoczynaja si¢ dwuliterowym kodem naszego kraju,
kolejne poziomy podziatu oznaczane sa cyframi. Jesli istnieje wiecej niz 9 jedno-
stek numeracja jest kontynuowana z uzyciem wielkich liter poczynajac od A.

W takiej sytuacji mamy N = 66 szeregébw czasowych o dtugosci 7 = 10. Na
wykr. 3 przedstawiono trajektorie tych danych, czerwona pogrubiong linia za-
znaczono trajektori¢ $redniej w badanym okresie zaprezentowanego zagadnie-
nia. Mozemy zatem zaobserwowac, jak zachowuje si¢ badany wskaznik w ciagu
dekady. Niestety dos¢ trudne jest okreslenie, ktore regiony zmieniaty si¢ podob-
nie w rozwazanym okresie pod wzgledem PKB per capita.

Kolejny wykres (4), to wykres piargowy'' (osypisko) dla FPCA'". Widzimy,
ze pierwsza funkcjonalna sktadowa gldéwna wyjasnia 93,31% zmiennosci, pod-
czas gdy druga 5,33%. W sumie dwie pierwsze funkcjonalne sktadowe glowne
wyjasniaja az 98,64% zmiennosci’>. W takiej sytuacji rzut na plaszczyzne
skonstruowana za pomoca dwodch pierwszych funkcjonalnych sktadowych
gtownych wydaje si¢ by¢ bardzo dobrym rozwiazaniem. Algorytm wybrat
K2=11 elementow ortonormalnej bazy wielomianow Legendre'a w przestrzeni
LX([-1,1]).

Wykres 5 przedstawia dwie pierwsze funkcje wagowe u(t), k=1,2, dla K=11
elementéw ortonormalnej bazy wielomianéw Legendre’a w przestrzeni
L*([-1,1]). Pokazuja one, w jaki sposob taki zestaw danych funkcjonalnych
oscyluje wokot sredniej, czyli w zasadzie potwierdzaja zaobserwowane wcze-
$niej trendy. Zauwazmy jednak, ze obie funkcje (linie ciagte) przyjmuja wartosci
ujemne (i s3 malejace), natomiast wyjsciowe dane przyjmowaly jedynie wartosci
dodatnie (i byly rosnace). Wyjasnienie tego fenomenu lezy w pewnej, nie-
wielkiej, niejednoznacznos$ci wyznaczonych sktadowych glownych. Mianowi-
cie, jak juz wspomniano, sktadowe wyznaczone sa jednoznacznie z doktadnoscia
do znaku. Gdybysmy zmienili znaki wyznaczonych sktadowych, otrzymali-
by$smy funkcje (linie przerywane) caly czas dodatnie (i rosnace), ktore dobrze
wpasowuja si¢ w trend pokazany na wykr. 3. Widzimy wigc, ze pierwsza funk-
cja wagowa odpowiada za trend, natomiast druga za odchylenia okresowe od
$rednie;.

" Wykres pokazujacy kolejne wartosci whasne. Kolejne funkcjonalne sktadowe gtéwne wyod-
rebniaja coraz mniejsza czg$¢ zmiennoscei, to i spadki warto$ci na wykresie sa coraz mniejsze. Test
osypiska polega na znalezieniu miejsca, na prawo od ktorego regularny spadek wartosci whasnych
staje si¢ wolniejszy. Nie nalezy wyodrgbnia¢ wigeej czynnikdw niz znajduje si¢ po lewej stronie
tego punktu.

12 Calo$¢ obliczen zostata wykonana w programie Matlab R2011a (Ramsay, Matlab, 2005).

1 W przypadku klasycznej analizy sktadowych gtéwnych otrzymujemy, ze pierwsza sktadowa
glowna wyjasnia 77,34% zmiennosci, natomiast druga — 8,21%. W sumie sktadowe te wyjasniaja
85,55% zmiennosci. Co jest wynikiem znacznie gorszym od metody FPCA.
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Wykr. 1. PKB PER CAPITA W 1999 R.

PKB per capita
[
[
(-
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[

Z 16 d1o: opracowanie whasne.

0d 9000 do 25400 (15)
0d 7700 do 9000 (9)
0d 6800 do 7700 (15)
0d 6100 do 6800 (13)
0d 5000 do 6100 (14)
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Wykr. 2. PKB PER CAPITA W 2008 R.

PKB per capita

B od 14900 do 41600 (15)
od 12000 do 14900 (13)
od 11000 do 12000 (11)
0d 9900 do 11000 (12)
0d 8100 do 9900 (15)

BE0E

Zr6dto:jak przy wykr. 1.
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Wykr. 3. TRAJEKTORIE PKB PER CAPITA
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Z 16 d1o: jak przy wykr. 1.

Wykr. 4. WYKRES PIARGOWY (osypiska)
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Z 16 dto: jak przy wykr. 1.
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Wykr. 5. DWIE PIERWSZE FUNKCJE WAGOWE
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warto$¢ funkcji wagowej
o
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—0,8 f T T
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— =— =— —pierwsza funkcja wagowa = picrwsza funkcja wagowa

——————— —druga funkcja wagowa — druga funkcja wagowa

Zr6dto: jak przy wykr. 1.

Na koniec pozostaje najwazniejsza wizualizacja. Mianowicie, rzut danych na
przestrzen dwoch pierwszych funkcjonalnych sktadowych gltéwnych, ktory ma
nam pokazaé, ktore regiony zachowywaty si¢ podobnie w rozpatrywanym okre-
sie pod wzgledem zmian oraz poziomu PKB per capita. Jesli punkty leza blisko
siebie oznacza to, ze regiony zachowywaty si¢ pod tym wzgledem podobnie. Na
wykr. 6 widzimy, ze np. Szczecin (PL424) oraz podregion trojmiejski (PL633)
zachowywaty si¢ w badanym okresie pod wzglgdem poziomu oraz zmian PKB
per capita podobnie, natomiast stolica Polski (PL127) wyrdzniala si¢ zdecydo-
wanie.

31



1 DAM Azid selopp o1y

5]
g~}
Q
Z €€971d
&
= O O
aar! sTy'ld
S171d
&
1297d N
ewid O I owT1d
1261d €Ce1d __le_Mm "
8211d 40 911Td | S [ sTeTd
s7e1d nw 51 ppltind
TEETd S1ETd Cl T vm 1l e o161
97¢1d
ARLE! diiga 19108 G . . . .
TICTaREod
TITh 5 1 @SQNS JOEITd <wa@
€29'1d mv oqm_ :m,m :EO > & €171
1e1d ES%VAMV Sora - |4l OVIId v1s1d
€1 | SI91d Gk
yre1d
<& o L
vTe1d  81s1d
&
v1T1d N
LT

HOANMOTO HOAMOAYBIS HOANTVYNOLDMNNA HOAZSMAATId HOQOMA AVHIN VN HOANVA LNZYA 9 “DIAM



Whioski koncowe

Przydatnos¢ tej metody do analiz ekonomicznych wydaje si¢ by¢ niezmiernie
cickawa i wazna ze statystycznego punktu widzenia. Trudno wskazaé¢ wszystkie
mozliwe zastosowania, ale zauwazmy, ze jednym z nich moze by¢ analiza stop
zwrotu walut czy spoétek gietdowych. Mozna stwierdzi¢, ze uzytecznos¢ tej me-
tody w analizach regionalnych jest istotna, poniewaz na jej podstawie dokonu-
jemy porownan w zachowaniu poszczegodlnych obiektow analizy z perspektywy
analizowanego okresu. W naszym przypadku byla to analiza podregionow
w okresie 1999—2008. Z obserwacji tej wynika, ze regiony o podobnym pozio-
mie zjawiska wykazywaly podobienstwo w utrzymaniu lub zmianie poziomu
PKB per capita, a regiony o wyzszym PKB per capita, np. podregion stoteczny,
zachowywaty si¢ zupehie inaczej. Takie wnioski moga okaza¢ sig przydatne do
formutowania zalecen w polityce regionalne;.

Przydatnos$¢ tej analizy znajduje takze odzwierciedlenie w badaniu konkuren-
cyjnosci regionalnej. Naszym zdaniem, uzyskane wyniki pokazuja uzytecznosé
opisanej metodologii w wizualizacji oraz wnioskowaniu na temat ekonomicz-
nych szeregéw czasowych z nieco innej perspektywy niz byto to czynione do tej
pory przy uzyciu powszechnie wykorzystywanych metod, jak chociazby kla-
syczna analiza sktadowych gtownych czy analiza czynnikowa. Klasyczne meto-
dy, pomimo ze prostsze, nie pokazuja jednak petnego obrazu sytuacji. Z jednej
strony moga one pomija¢ fakt, ze dane maja posta¢ szeregu czasowego i z tego
powodu istotna jest kolejno§¢ zmiennych (np. klasyczna analiza sktadowych
gltéwnych). Z drugiej strony moga nie mie¢ statystycznych wtasnosci (np. szereg
ciekawych wizualizacji), ktére daje nam zaproponowana metoda.

dr Tomasz Gorecki — Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu, dr hab. Ewa Laz-
niewska — profesor Uniwersytetu Ekonomicznego w Poznaniu
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SUMMARY

The article describes the use of functional GDP principal components analy-
sis from the exploratory point of view. This analysis is designed to show the var-
iation in the entire sample, not only discrete observations. This is a technique
that is often used as an introduction (e.g., dimensionality reduction and data
visualization) for further analysis. This approach emphasizes the significant
characteristics of associated statistically data sets and provides useful tools for
statistical analysis of economic data sets. The study concerns the GDP per capi-
ta in Poland. The results showed that the two main functional components ex-
plain 98,64% of the variation. This means that the presented visualization and
interpretation of the results is reliable.

PE3IOME

B cmamve xapaxmepuszyemcs ucnonv3osanue @YHKYUOHAIbHO20 AHAIU3A
OCcHO8HBIX KOMnoHenmos BBII ¢ uccrnedosamensckou mouku 3penus. Dmom
aHanuz OONdICeH NOKA3amb U3SMEHeHUs 60 @cell 6bl0OpKe, d He MOAbKO
ouckpemuovle HabOMOOeHUs. DMy MeXHUKy 4acmo UCNONb3YIOM 6 Kadecmee
68edenus (Hanp. COKpaujeHue pasmepHoCcmu Ui GU3Yaruzayusi OaHuvlx) 0714
OoanvHetiwe2o ananuza. Takoil noox00 nOOYEPKUBAem BANCHbIE CMAMUCIU-
yecKkue XapaKmepucmuKky CEA3AHHbLIX HabOOpo8 OAHHBIX, d MAKdce Npedocma-
6/1slem Noae3nble UHCMPYMeHmbl Ol CMAMUCIUYEeCK020 AHANU3A IKOHOMU-
yeckux Habopos oaunvix. Hccrnedosanue xacaemcss BBII na Ooywy nacenenus
6 Ilonvuwe. [lonyuennvie pe3yrbmamol HOKA3AAU, YMO 084 OCHOBHLIX (PYHKYUO-
HAMbHBIX Komnonenma obwvscHsiom 98,64% eapuayuii, mo ecmv npedcmasie-
HHASL BU3YATU3AYUSL U UHINEPNPEMAaYUs] pe3yabimamos A6semcs HA0eHCHO.
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